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Ueber die Abhingigkeit der Charaktere iner durch Leitcurven 
bestimmten Regelfliche yon den Charak~eren dieser Leitcurven. 
Von 
OTTO RUPP in Brtinn. 
Die windsehiefen Regelflichen, welche durch eine Gerade erzeugt 
werden, die 
1) drei gegebene Curven einfach, 
2) eine gegebene Curve zweifach und eine andere einfach, und 
3) eine gegebene Curve dreifach schneider, 
sind zuers~ yon George Sa lmon betrachtet worden*). 
A. Cayley**) fiigt den yon Sa lmon gefundenen Resultaten eue 
hinzu. Ausser den Graden der Fl~chen und den hnzahlen der doppelten 
resp. mehrfachen Erzeugenden bestimmt derselbe namentlich auch die 
Ordnungen der eigentlichen Doppelcurven. Die Methode, welche 
Cay ley  zur E~'mittelung der letzteren anwendet, beruht darauf, dass 
eine (Leit-)Curve m t~r Ordnung durch ein System zweier Curven 
pt~ und qt~r Ordnung (wobei 19 q- q = m ist) ersetzt wird***). 
Nachdem zur LSsung des bezeichne~en Problems eine directe 
geometrische Methode bisher nieht bekannt ist,t) und andrerseits die 
oben genannten Autoren bei ihren Betrachtungen sta~ionKre Punkte 
der Leiteurven aussehlosseu~ sodfirf~e in dieser Hinsicht die vorliegende 
*) Salmon: On a class of Ruled Surfaces, Cambridge and Dublin l~ath. 
Journ. vol. 8. pag. 45. 
On the Degree of a Surface reciprocal to a given one. Transact. Royal 
Irish Acad. vol. 23. p. 461. -- cf. auch Salmon's Raumgeometrie II. Theil. 
Deutsche Ausgabe yon Fiedler, p. 296. (3. Auflage.) 
**) A. Cayley: On Skew Surfaces, otherwise Scrolls. Philos. Transactions 
vol.-153, p. 453. 
***) Diese Methode ist wesentlich eine Anwendung der Form III. des Schu- 
bert'schen Principes yon derErhaltung der Anzahl (cf. Schubert: Calciil der 
abziihlenden Geometric, w4). 
t) Salmon-Fiedler, ~_nalytische G ometric des Raumes, II. Theik p. 302 
(3. Auflage). 
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Abhandlung als Vervollst~ndigung der Theorie bezeichneter d ei Regel- 
fl~ichen dienen. Dieselbe befass~ sich mit der Ablei~ung der Charaktere 
und gewShnlichen Singularit~tea dieser Fl~ichen auf directem geome- 
trischen Wege. 
I. 
Allgemeine Betrachtungen iiber die Singularit~ten der Regelfl~chen. 
Bozeichnungen und Gleichungen. 
Eine Gerade g, welche in jeder Lage drei l~aumcurven C1, C~ 
und C3, die sine allgemeine gegenseitige Lags besitzen, in je einem 
Punkte at, a2 resp. a s schneider, erzeugt eine windschiefe Regelfl~che: 
Sind t~, t 2 und ts die Tangenten der Curven Cj, C~ und C 3 in 
den drei Punkten al, a2 und a3, so reprKsentiren die Ebenen (gtj), 
(gt2) und (gt3) die Berahrebenen der Regelfl~che in al, a2, as. Da 
bekanntlizh die Reihe der Punkte auf einer Erzeugeaden jeder Regel- 
flKche zu dem Bfischel der ihnen entsprechenden Ber~ihrebenen pro- 
jectivisch ist, so is~ im vorliegenden Falls vermSge der drei Paare 
entsprechender Elements a~, (gtl); a~, (gt~) und as, (gts) die Bertihr- 
ebene in jedem weiteren Punkte der Erzeugenden g bestimmt. 
Es gieb~ nun im Allgemeinen immer sine bestimmte ndliche 
Anzahl yon Erzeugen'den g, welche die sine oder die andere der drei 
Leitcurven C~, C2, C a noch ein zweites Mal schneiden. 
Vorausgesetz~, sine derar~ige Erzeugende g schneide die Leitcurven 
C2 und Ca in a2 reap. as, und die Leitcurve Ci in den beiden Punkten 
a 1 und a~'. Dana entspricht irgend einem beliebigen Punkte x der 
Erzeugenden g sine Ber~ihrebene G~ vermSge der projectivischen Be- 
ziehung 
(ala2a3x) ~ (gt I gt~ gt 3 G~) 
und sine zweite Ber[ihrebene G~' vermSge der projectivischen Be- 
ziehung 
(al"a2a3x) ~ (gt 1' gt~ gta G~') ,
d. h. einem jeden Punkte x yon g entsprechen zwei verschiedene Be- 
riihrebenen. Die Gerade g i s t  mithin sine ,,Doppder~e~gende" der 
RegelflKche. 
Die beiden zur Reihe der Punkte einer Doppelerzeugenden, also 
auch untereinander p ojectivischen Bfischel yon Tangentialebenen be- 
sitzen zwei Doppelebenen, welche offenbar keine anderen sind, als 
die Ber[ihrebenen (gt~) und (gt~) in den Punkten a~ und aa. 
Wenn in den beiden genannten projectivischen Biischeln yon 
Tangen~ialebenen ausser den Ebenen (gt~) und (gt~) noch sin dri~tes 
Paar entsprechender coincidirender Ebenen existir~, so sind diese 
B[ischel identisch, d. h. es coincidiren alle einander en~sprechenden 
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Ebenen. In diesem Falle ist g eine ,station~ire Erzeugende", d. i. eine 
Doppelerzeugende, in deren jedem Punkte die beiden Tangentialebenen 
der Regelfl~che zusammenfallen. 
Dieser Fall kann nur dann eintrebn: 
l) Wenn die Doppelverh~iltnisse (alal'a2a,~) und (gt~gtl'gt~gt3) 
gleichen Werth besitzen, oder 
2) Wenn die Punkte a 1 und a 1' zusammenfallen, und in ihrer 
Vereinigung einen ,,stationiiren Punkt" der Leitcurve C1 reprSsentiren. 
Nachdem die Beziehung (alal'a~a3)= (gtlgtl'gt~gt3) eine Be- 
dingung beziiglich der gegenseitigen Lage der Leitcurven C1, C,, und 
C 3 in sich schliesst~ so kann dieselbe im vorliegenden Falle nicht 
berlicksichtigt werden, wohl abet die in 2) ausgesprochene, welche 
zu folgendem Satze fiihrt: 
,,Die Erzeugenden der Regelfl6che, welche dutch die stationiiren 
Bunkte einer Leitcurve hindurchgehen, sind station~ire Erzeugende, und 
k6nnen stationiire .Er~eugenden im Allgemeinen auf keine andere Art 
entstehen." 
Dieser Satz gill, wie man sich durch analoge Betrachtungen tiber- 
zeug~, nicht blos ffir die Regelfl:~iche mit drei einfach zu schneidenden 
Leiflinien, sondern auch ftir die beiden anderen oben angeffihrten 
Regelflichen. 
Eine andere gewShnliche Singularitii~ der Regelfl~chen sind die 
sogenannten ,,Kanten" oder ,,Torsatlinien."*) 
Wie es unter or ~ Paaren yon projectivischen eins~ufigen Grund- 
gebilden im Allgemeinen eine endliche Anzahl real vorkomrat, dass 
jedem beliebigen Elemente des einen Grundgebildes ein constanbs 
Element des anderen, und umgekehrt entspricht**), so kommt es im 
vorliegenden Falle im Allgemeinen auch unter den c~ ~ Projectivititen 
der Punkte und Tangentialebenen liings einer Erzeugenden der Regel- 
fliche eine endliche Anzahl real vor, dass einem jeden ihrer Punkr 
eine nnd dieselbe Tangentialebene und jeder ihrer Tangentialebenen in 
und derselbe Punkt enbprichL Die Erzeugenden, welche Tr~ger 
solcher ausgearte~en Projectiviti~bn sind, nennt man ,,Torsallinien", 
die fesbn Tangentialebenen derselben ,,Torsalebenen", und die festen 
Punkb auf ihnen ,,Spitzen". 
Fiir M als Grad und //  als Rang einer windschiefen Fl~che ist 
die Zahl der Torsallinien gleich: 
*) Die ers~e Bezeichnung rfihrt von de La Gournerie her (ar~tes, Kanten); 
die zwei~e yon Sturm. (Eine .Torse" nennt Cayley das Ebenensys~em iner 
jeden developpablen Fl~che.) 
**) S~urm, ~[a~h. Annalen Band 6 und 12. -- Hirs~, Proced. of ~he London 
Math. Soc. vol. 5 und 8. -- Schubert, Calcfil der abzihlenden Geometrie. 
w167 2 und 28. 
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T = 21~ -- 2M.*) 
Da eine Ebene, welehe durch eine Erzeugende iner gegelfli~che gelegt 
wird, die Fl~che nut in einem einzigen Punkte dieser Erzeugenden 
beriihrt, so muss eine Ebene, welche die Regelfls in zwei Punk~en 
einer Erzeugenden beriihrt, nach Form IV des Prineips yon der Er- 
haltung der Anzahl**) in allan Punkten dieser Erzeugenden berfihren, 
d. h. die Erzeugende muss nothwendig eine Torsallinie sein: 
Auf  Grand dieser Anscha~eung lassen sieh die Anzahlen der Torsal- 
linien der zu ~ntersuchenden ~ege~flgchen von vornherein bestimmen. 
Sind C1, C 2 und C a drei Lei~linien einer Kegelfl~iche and ist eine 
Gerade g, welche C1, C 2 und C a beziehungsweise in den Punkten al, 
a~ and a 3 treffen mag, eine Torsallinie der Fliiche~ so miissen, wenn 
ti, t~ and t~ die Tangenten yon Cl, C~ and C a in a I a: a 3 vors~ellen~ 
irgend zwei yon den drei Tangentialebenea (gtl) , (g~2) and (gts) coin- 
" cidiren, d. h. es miissen irgend zwei yon den Tangenten ti, t2~ t 3 sich 
schneiden. Hieraus folgt abet, dass eine jede Torsallinie gleichzeitig 
eine Erzeugende derjenigen Developpablen sein mfisse, welehe irgend 
zweien yon den drei Leitcurven Cl, C2, C~ umschrieben iss In Folge 
der allgemeinen gegenseitigen L~ge der Leitcurven wird der Fall, 
dass alle drei Tangenten t, t 2t~ in einerlei Ebene liegen, nieht ein- 
treten. Schneiden sich z. B. t~ und t~, so isl aj die Spiize der Torsal- 
linie, and jede dutch g gehende Ebene bertihrt nach der Definition 
der Torsallinie die Regelfi~iche in a I. Andrerseits ist dann aber auch 
a~ ein Schnitipunkt der Leitcurve Q mit der dan Curven C~ ~nd C~ 
umschriebenen Developpablen. Jeder Schnittpunkt der einen Leitcurve 
mit der den beid2n anderen Leitcurven umschriebenen Developpablen 
ist hiernach Spitze einer Torsallinie, und die Gesammtzahl dieser drei 
Gruppen yon Schnittpunkten ist auch die Gesammtzahl der Torsallinien 
der Regelfl~iche. 
Auf der Regelfis deren Erzeugenden eine Curve C~ zweifach 
and eine zweite Curve C~ einfach schneiden, giebt es zwei Gruppen 
yon Torsallinien, niimlieh solche, welche ihre Spitzen auf C~ haben, 
und solche, deren Spitzen auf C~ liegen. Dutch Betrachtungen, welche 
den vorhergehenden analog sind, finder man, dass die ersteren die 
gemeinsehafilichen Erzeugenden der Regelfl~iche und der der Curve C~ 
") R. Sturm beweist diese Relation durch eine Betrachtung der eindeutigen 
Beziehung zwischen den Punkten und und don Tangentialebenen derRegelfl~ehe 
auf zwei beliebigen ihrer ebenen Schnitte. Math. Ann. Bd. VI, p. 255. 
H. Schubert leitet dieselbe Gleichung vermittelst seiner CoincidenzformeL 
filr das Punktepaar direct ab, und zeigt aueh, dass dieselbe ine specielle Form 
seiner Coincidenzformel ffir das Strahlenpaar (~a = 2~-  2~g, Caleill der ab- 
zi~hlenden Geometrie w 315, Formel 22) ist. Mathem. Ann. Bd. XVII, p. 575--576. 
**) Schubert, Calclil, w 4. 
Mc, thematische Annalen. XVII I .  24 
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doppeltumschriebenen Develolopablen, und die letzteren die gemein- 
schaftliehen Erzeugenden der R.egelfl~iche und der den Curven C1 und 
C 2 umschriebenen Developpablen sind. Endlich ergeben sich die Torsal- 
linien einer Regelfl~iehe, welche yon den dreifaehen Secanten einer 
Raumcurve erzeugt wird, als gemeinschaftliche Erzeugende dieser 
Regelfliiehe und tier der Leitcurve doppelt umschriebenen Deve- 
loppablen. 
II. 
Methoden und Gloichungon zur Berechnung der Charaktero. 
Der Uebersichtlichkeit wegen sollen hier vorab die Bezeichnungen 
und Gleichungen, yon welchen im Folgenden Gebrauch gemacht wird, 
zusammengestellt werden. 
Es sei 
m -- die Ordnung einer Leiteurvc, 
r --  ihr Rang, 
p - -  ihr Geschlecht;, 
h - -  die Zahl ihrer scheinbaren Doppelpunkte, 
- -  die Zahl ihrer stationiiren Punkte, 
M L__ der Grad einer Regelfli~che, 
14 - -  der Rang derselben (Classe des ebenen Schnittes), 
_N / ) -  (nodal director) die Summe tier 0rdnungen ihrer vielfachen 
Leitcurven, redueirt auf Doppeleurven (wobei eine k - f  ache 
1 mk(k__l)to,. Curve mt~ 0rdnung mit einer Doppe]eurveT 
0rdnung iiquivalent ist), 
IVG-  (nodal generator) die Zahl tier Doppelerzeugenden~ wobei 
1 7r 1) Doppel- eine jede k-fache Erzeugende durch T --- 
erzeugende ersetzt ist, 
s - -  (nodal. residue) die 0rdnung der eigentliehen, ausser den 
vielfaehen Leitlinien und Doppelerzeugenden vorhandenen 
Doppelcurve, 
NT  -- (nodal total) die Summe der 0rdnungen aller vorgenannten 
Doppellinien, d.h. die GesammtzahI der Doppelpunkte eines 
ebenen Schnittes der Regelfliiche, 
Zahl tier stationiiren Erzeugenden (oder der Riickkehrpunkte 
des ebenen Sehnittes der Regelfl~iche), 
Zahl der Torsallinien, 
die Ordnung (Rang) der zwei Curven m~ t~ und m2t~" Ord- 
nung umschriebenen Developpablen, 
die Ordnung der einer Curve m t~," Ordnung doppelt um- 
schriebenen Developpablen. 
SG- -  
T - -  
.D(m~m~) - -
1) (mb - -  
Churaktere von t~egelfl~chen mit Leitcurven. 371 
Zwischen den angeffihrten Zahlwerthea bestehen Beziehungen, 
welche bereits yon verschiedenen Autoren ohne Anwendung der ana- 
lyti~chen Geometrie abgeleitet wurden, und zwar sind es folgende: 
Fi ir  die Regelfliiche mit  drei einfach zu schneidenden Leitcurven 
(1) M=2m~m2m3,  
(2) ~ .O --~--~ ml m2 m3 (m, m2 + m2 m3 + m3 mt- -  3), 
1 
(3) NG --- ~-m 1 m 2 m 3 (mr- +- m,,+ m3-- 3) + ml mz h.~-+- m2 m~ ht+ m 3 m t t h. 
Fiir die Regelfliiche mit einer zweifach zu schneidenden Lei~eurve 
C~ und einer einfach zu schneidenden Leitcurve C2: 
(4) M=m2Iht++m,(mt - -1 ) l  , 
I 2 (5) .N .D=-2-m, , [h  t - -h , - [ -mim, , (m ' - -  1) : - -m,  (m t - -  1)], 
i mim2(m I _ 1) (m 2 - -  I) + 3m2 (m 1-2)  (6) NG = hj h2 + -X-- 
["'-+"(~ 
Fiir die Regelfl~iche der dreifachen Seeanten: 
(7) M=(m--2)  h- - -~-m(m .... 1) , 
(s) . -~D=+ ..~(h--~.+2) (h- - , , ,+ l ) ,  
(9) 2YG~-~-  [ - - :m4+ 18m a - 71 m 2 + 78m--48mh+ 132h + 12h"]. 
(10) T~- - -4h"+2h(m2+4m--22) - -5ma+27m2- -34m 
- -  6 f l (h - -  2m + 6). 
Ferner  die Gleichungen: 
(11) D (ml m.~) ~ mj r., .-[- m.,rj, 
(12) D (m 2) = r (m - -  3) ~ 3~ *)" 
*) Die Werthe (1), ('2), (3), (4), (5) ~ind yon Sa lmon uud Cay ley in der 
Anfangs citirten ~bhandlungen geometriseh~ die Werthe (6), (7), (8), (9), (12' 
anulytiseh bestimmt worden; cf. in dieser Beziohung aueh Sa lmon-F ied le r  
Raumgeometrie, IL Theil p. 296 (3. Aufiage). 
Die Werthe (7) und (9) (legzterer ~-~ der 6-f~chen Zahl der eine Raumeurv{ 
vierpunktig sehneidenden Oeraden) wurden geometriseh abgeleite~ ffir den yeller 
Sehnit~.zweier Flgehen yon P iequet :  Comptes rendus vol. 7?, p. 474, vo~ 
Schuber t :  Calefil der abzi~hlenden Geometric p. 323, und ffir eine beliebig~ 
l~aumeurve (m, h, t3) yon Ze uf~hen: Stir lea singu]aritgs ordinaires d'une courb~ 
gauche etc. Br ioschi  Annali di Matem~t4c~, III. vol., p. 175 (Ohno Beweis aue~. 
mi~e~.heil~ in Comptes renclus 1868, p. 225). 
Die Zeuthen'sche Abhandlung enthit, lt aueh eine goometrisehe Ablei~ung fiit 
Werth (12)~ o~ls auch flir die Ordnung der eigentliehen Doppelcurve auf tier Regel. 
flt~che der dreifaehen Seeauten. 
24* ' 
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Nun wurde friiher gezeigt, dass man bei den fraglichen drei Regel- 
fl~ichen sowohl die Zahl SG der stationilren Erzeugenden (als jener, 
welche yon den station~ren Punkten tier Leitcurven ausgehen), als 
auch der Torsallinien (als gemeinschaftlicher E zeugenden der Regel- 
fl~ehe und der den Leiteurven ioaarweise resp. doppelt umschriebenen 
Developpablen) yon vornherein zu bestimmen vermag. Dann ergiebt 
sich abet vermittels~ tier in 1--12 angegebenen Gradzahlen und der 
friiher aufgestellten Gleichung. 
T ~ 2R -- 2M 
unmittelbar der ,t~ang" der Regelfiiiche 
1 (13) ~ = -~ r+ ~, 
\ 
und ferner vermittelst der auf den ebenen Sehnitt der I~egelfliiehe an- 
gewandten Plf icker'schen Formel die Ordnung iVT der Total-Doppel. 
r 
I [M(M--1) - -  R --  3SG],. (14) hrT---~ ~- 
1 [M(~_2 ) _1  ] 
endlich wieder mit Beniitzung der in 1~12 gegebenen Werthe fiir 
NG und 2tD die Ordnung _~a3 der eigentlichen Y)o~v~velc,trvc 
(15) ~Y13 = ~T -- ZTD - -  ~G.  
Eine andere Methode zur Bestimmung der Charaktere tier in Frage 
stehenden Regelfliichen beruht auf der Anwendung der Zeuthen'schen 
Corres~ondenzformel. Sind niimlich zwei Curven C und C' yore Ge- 
schlecht 2 resp. 1o' derart auf einunder bezogen, dass einem Punkte 
yon C x' Punkte auf C' und einem Punkte von C' x Punkte auf C 
entsprechen~ und kommt es t-real vor, dass yon x zusammengehSrigen 
Punkten zwei coineidiren, und t'-mal, dass yon x" zusammengehSrigen 
Punkten zwei coincidiren, so besteht die Relatian 
(16) t - -  t' = 2x'(p-- 71) - -  2x(p'-- l )*) .  
Sind nun C und C' zwei Curven auf einer Regelfl~che, so vermitteln 
die Erzeugenden der letzteren eine Correspondenz ihrer Punkte. Die 
vorstehende Correspondenzformel kann dann einerseits in der Weise 
verwendet werden, dass man die Punkte einer Leitcurve auf jene eines 
ebenen Schnittes bezieht, und andererseits, indem man die Punkte 
zweier Leitcurven aufeinander bezieht. 
Im ersten Falle hat man, wenn C die Curve des ebenen Schnittes, 
und C' die Leiteurve tier Regelfl~iche bedeutet~ ftir x den Grad der 
*) Mathem. Anualen Bd. III, pag. 150. Cf. auch Clebsch.Lindemann, 
Geometric pag. 458. 
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Vielfachheit you C' zu setzen; x' ist glelch 1 und t' mithin gleich 0 
Die Zahl t, d. i. die Anzahl der Coincidenzen des ebenen Schnittes 
wird erffillt, erstens dutch jene Pankte, welche den Torsalllnien an. 
gehSren, deren Spi~zen auf C' liegen, und zweiteJas dutch jene Punk~e: 
welche den sta~ioni~ren Erzeugenden angehSren, welche nicht yon de~ 
st;ation~ren Punkten yon C', sondern yon jenen der anderen Leitcurve~ 
herrfihren. 
Im zweiten Falle, das isis, wenn man fiir C and C' zwei Lei~. 
curven der Regelfl~ehe setzt, is~ x' gleieh dem Grad der u 
yon C' un'd x gleich jenem yon C. Die Coincidenzen t und t' sing 
gerade so wie im ersten Falle zu ziihlen. Dana ergiebi die Glei 
chung (16) eine Identit~t;, welehe gleiehzeitig ein Krilerium ffir di~ 
Richtigkeit tier Zahlen t und t', somit auch fiir die [~ieh~igkei~ de1 
friiher angest~ellten Betrachtungen fiber die st~ationiiren Erzeugendel 
und Torsallinien der l~egelfliichen reprEsentir& 
Besser noeh kann man, um eine Verification fiir die letztgenann 
ten Bet~rachtungen zu erhalten, an Stelle der Anwendung der Z e ut;h e n 
'sehen Gesehlechfsformel, direct zwei 2brmel~ bestimmen, deren 1)if 
ferenz die erstere giebt. 
Als Beispiel mug die Regelfliiche' mit drei Leitcurven C1, C.~ um 
C~ dienen. Man bestimmt zuni~chst direeg vermittelst des Chasles 
'sehen Correspondenzprineips die Zahl Wtz ~ welehe angiebt, wie of 
es vorkomm~, .class 'die Verbindungslinie zweier Punkte auf Cl~ di~ 
(vermSge der Erzeugenden der Regelfliiehe) demselben Punkte yon C 
entspreehen, eine gegebene Gerade g~ schneider. 
Zu diesem Zweeke betraehte~ man g~ als Triiger zweier Ebenen 
bfischel, welehe die Punkte tier C 1 projiciren, und iindet leieht, das 
die Correspondenz eine symmetrisch m 1 m 2 m 3 (m Im 3 -- l) - deutige ist 
Nach dem Chasles'schen Correspondenzprincip kommg es nu~ 
2 m I m 2 m~ (m I m3-- 1)real vor, dass zwei einander en~spreohende Ebene, 
d. h. Ebenen, welche zwei Punk~e der C~ en~halten~ die demselbe~ 
Punkte yon C~ entsprechen, zusammenfallen. Diese Coineidenzen wer 
den erfiillt: 1) dureh die Zahl W~.~ zweimal, 2) durch die station~re~ 
Punkte ~ derLeiteurve m~m~mal, da einem jeden derselben m~m~ Punkt 
auf C~ entspreehen; 3) die Schnittpunkte der Curve C~ mi~ jene~ 
Torsallinien, deren Spigzen auf der Curve C~ liegen; die Anzahl der 
selben ist~ gleieh der Anzahl der Sehnittpunkte yon C~ mi~ der de~ 
Curven C~ und Ca umsehriebenen Developpablen, also naeh Gleiehun I 
(11) gleieh m.~(rtm~-r~m~); 4 Zweimal yon den Punkten auf C~ 
welche von jenen Doppelerzeugenden, welehe Q in zwei verschiedene~ 
Punkten treffen. Die Anzahl derselben isg gleieh der Anzahl de 
Selmi~punkte yon C~ mit jener Regelfl~iche, deren Erzeugenden 6 
einfaeh und C s zweifach sehneiden i also mit l~iieksich~ auf Gleie~un I 
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(4) gleieh ~- m, m 2 (m3 2 -  m 3 -1-2 h3); und endlieh 5) dreimal dutch die 
Schnittpunkte yon Ct mit dea f13 ml ms station~-en Erzeugenden, welche 
yon den station~ren Punkten auf C a herrfihren. Hiernach ist 
2 m, m2 m:~ (m, ms - -  1) = 2 W13 + ~ % m3 + ms (r~ m3 + "3 m,) 
-f- ml m 2 (ms 2 - -  m 3 + 2h) -f- 3/~ 3 m I m 2 . 
Nun bestimmt man wieder diree~ durch das Correspondenzprincip 
die Zahl V3, welehe angieb~, wie of~ die Verbindungslinie zweier 
solcher Punkte auf C 2 eine gegebene Gerade g~ schneidet, Welche zwei 
Punkten auf C 1 entsprechen, deren Verbindungslinie benfalls eine 
gegebene Gerade gi schneider. 
Eine beliebige durch g2 gelegte Ebene ~ schneider C._, in m 2 
Punkten, welehen auf Ct m.zmlm 3 Punkte entspreehen. Die durch gj 
und diese Punkte gelegten Ebenen schneiden Cj noeh in weiterea 
m2m ~ m~ (m, - -  1) Punkten, welchen auf C 2 m., m~ m 3 (ml--1)m~m ~ Punkte, 
also dutch g2 ebensoviele Ebenen e' entsprechen. Man erh~ilt auf diese 
Weise eine symmetrische m s m I m~ (m I - -  1) m: m3-deutige Correspondenz 
zwisehen den Ebenenbfischeln e und e' und mithin naeh dcm Corre- 
spondenzpriacip 2 m 2 m 1 m 3 (m I ~ 1) m.~ m:~ Dopp~lebenen. Die Zahl dieser 
Coincidenzen wird erffillt: 1) durch die fr[ihere Zahl W13 zweimal, 
2) dureh die gesuchte Zahl V 3 zweimal, 3) durch die r lm2m 3 Punkte, 
welehe den Berfihrungspunkten tier r, durch gl an Cr gelegten Tan- 
gentialebenen entsprechen, und endlich 4) dureh die i~lm2m:~ Punkte, 
welche den ~l station~ren Punkten yon C~ auf C2 en~sprechen. Es 
ist daher 
2m2mlm3(m j - -  1)m2m 3 = 2 Wt3 -~- 2 V 3 -t- r~m~m~ -~ ~,m~m 3.
Aus diesen beiden Gleichungen ergiebt sich, wenn man beriieksiehtig~, 
dass r 3 -4- 2h3 + 3fl~ ----- m.~  - -  m 3 is~, fiir V3 der Werth 
V. a = m~ m~m~: (m~ - -  1) (m~-- 1). 
Man sieht, dass diese Zahl in Bezug auf m~ und m s symme~risch is~ 
(wie dies naeh der Definition yon V a nothwendig der Fall seln muss) 
und daher die Eichtigkeit der frfiheren Betrachiungen fiber Torsal- 
linien und stationiire Erzeugenden best~ifigt. *) 
*) Diese Betrachtung resp. Verification verdankt der Verfasser einer Mit- 
theilung des Herrn Dr. Hermann Schubert. Dieselbe ist eine verallgemeinerte 
Nachbildung des Beweises flir die Erhaltuhg des Gesehlechts zweier ein-eindeutig 
auf einander bezogenen Curven~ welehen Herr Dr. Schubert im 16ten Bande 
der Math. Ann. pag. 180 gegeben hat. 
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III. 
Charaktere und Singularititten der Regelil~iche (Q,. 0~, C~). 
Der Grad der I~egelfliiche ist nach Gleichung (1) gleich 
M ~ 2m~m2m 3. 
Durch jeden der 61 station~ren Punkie yon C~ gehen m~m~ Erzeugende 
der f~egelfl~che, n~mlich die gemeinschaftIichen Erzeugenden der zwei 
Kegeliliichen, welche aus diesem Punkte tiber den Curven C.~ und C~ 
beschriebea werden. Die fl~ stationilren Punkee yon C~ geben daher 
(nach ]) Veranlassung zur Entstehung yon ~,m2m ~ siation~ren t!lr- 
zeugenden der RegelfiSche. Ebenso bestimmen die fl~ resp. /~3 statio- 
n~iren Punl~e yon C~. und C~ resp. 13.~m.zm 1 und ~3mtm~ s~ation~ire 
Erzeugenden 7 so dass die Gesammtzahl S G der letzteren 
SG -~- ~1 m2m~ nf_ ~2w:~m j _~_ 13amlm2 
ist. 
Die den Curven C 1 und C~ gemeinschaftlich umsehriebene D velop- 
pable, deren Ordnung nach Gleiehung (11) gleich rim, ~ -[-r2mj is~, 
schneidet die Curve C~ in m3(rjm.~-]-r~m,) Punkten, welche, wie in I. 
gezeig~ wurde, Spitzen ebensovie]er Torsallinien repr.lisentiren. Analog 
ergeben sich die Zahlen m,(r2m~-r,~m~) und m.~(r.~m~-}-r~ma)jener 
Torsallinien, welche ihre Spi~zen auf C~ resio. C2 haben. Mi~aia ist 
die Gesamm~zahl 59 der Torsallinien 
Nach Gleiehung (13) ergiebb sieh jetz~ der Rang R der Regelfiiiehe 
Ferner naeh Formel (14) ftir die Ordnung NT  der Summe aller 
Doppellinien 
2/~T ~- 2 m t m~ m~ (2 m~ m: m:~-- 2) --  (m~ m~r~ "Jc m~ m a r~ n c m:~ m~ r~) 
Endlich nach (15)~ (2) and (3) mit gleichzei~iger Beriicksieh~igung, 
class r~ %- 2h~ -{- 3fl~ =~ m~(m, -  1) ist, die Ordnung der eigentlizhen 
Dofopeleurve 
m~ me m~ E4 m, m~ m~ - (m, m~-t- m~ ma H- ma m,) /Y/~ = ,-/ 
*) Ueberoinstimmend mi~dem yon Cayley gegebe~en Wer~he. 
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IV. 
Charaktere und Singularit~ton 4er Regelfl~che, deren Erzeugenden eine 
Curve C1 zweifach und eine Curve ~ oinfach schneiden. 
Der Grad M der Regelfli~ehe ist naeh (4) (I) 
[ ' ] 21/~---m~ ht q -vml (ml - - I  ) . 
Dutch jeden Punkt des Raumes gehen h, Gerade, we]che die Curve 
C 1 zweipunktig schneiden. Die fl~ station~iren Punkte yon C 2 bestim- 
men mithin flehj station~re Erzeugenden der Regelfl~che. Da ferner 
der aus einem stationilren Punkte der Curve C, fiber dieser beschrie- 
bene Perspectivkegel bekanntlich yon der (m I - -2)ten Ordnung ist, 
und daher (ml--2)m ~ seiner Erzeugenden auch die Curve C 2 treffen, 
so entsprechen den fl~ station~ren Punkten yon C l fl l(m,--2)m2 
s~ation~re Erzeugende der Regelfiiiche. Man erh~l% demgemiiss die 
Gesammtzahl $6~ der stationi~ren Erzeugenden 
SG = fl2h, + ~,m,~(m,--2).  
Die der Curve C 1 doppeltumschriebene Developpable, deren Ordnung 
(Glg. 12) r l (ml - -3 ) - -3~l  ist, schneider C 2 in r im2(ml- -3)- -3f l lm 2 
Punk~en, welche nach I. Spitzen ebensovieler Torsallinien vorstellen. 
Bezieht man nun die Punkte der Leitcurve C2 auf jene des ebenen 
Schnittes der Regelfliiehe mittelst des Zeuthen'schen Correspondenz- 
princips (Gleichung (16), I.): 
t - -  r= 2x ' (p -1 )  - 2x ( / -1 ) ,  
wobei die nich~ accentuirten Buchstab,en fiir den ebenen Schnitt, und 
die accentuirten ffir die Curve C 2 gelten mSgen, so ha% man nach den 
Auseinanderse~zungen in I. ffir x den Grad der Vielfachheit yon C2, 
also h I zu setzen; x'~--1, und mithin t ~ ~-0.  Die Coincidenzen t 
auf dem ebenen Schnitt riihren yon den Torsallinien her, deren Spitzen 
auf C~ liegen, und yon den station~ren Erzeugenden, welche durch 
die stationiiren Punk~e der Curve C 1 bes~immt sind. Hiernach ist 
t = r, m~ (m, -3 )  --3 ~, m~+t~ m~ (~. -2 )  = r, ~n~ (~ -3 )  + ~, ~n~ (.m,-5). 
Endlieh bedeu~e~ s das Geschlecht des ebenen Schnit%es und / jenes 
der Curve C~; es is~ daher bekanntlich 
uud 
~( / - -1 )  = r~ - -  2~.~ + ~,,. 
Se~bz~ man diese Werthe in die Gesehlechtsgleiehung ein, so ergieb% 
sieh fiir den Rang /~ der Regelfli~ehe der Ausdruek 
Charaktere von Regetfl~ichen mit Leitcurven. 377 
Vermittelst der Gleichung T- -~-2( /~--M) erh~lt man die Zahl T 
der Torsalliniea 
T ~- 2 rj m 2 (m I - -  3) -~ mj m 2 (m 1 - -  1) - -  6 fll m~ -[- 2 h 1 r 2 - -  2 h I m~ 
I 
oder weiI mj (m~-- 1) - -  2h ! - -  3fll -~- r 1 ist, 
T~--- r lm2(2ml - -5 )  ~ 2hlr :  - -  3fi lm :. 
Andrerseits folgt aus / t~ M(M- -1 )  - 2_~T- -3SG 
1 (ml - -  1) - -  m2 h, - -  V m~ m,, (ml-- I) 2 NT  ~-- m2 ~ h~ -{- ~- m t 
- -  r lm2(ml - -3  ) - -  h 1%-  3f12h 1- -  3fl~m:(ml--3 ). 
EndHch ergiebt sich rnittelst Formel (15) und den Gleichungen (5) 
und (6) die Ordnung der eigentlichen Doppelcurve (wenn man gleich- 
zeitig r I = m~ (m~-- l )  - -  2h~ - -  3fll etc. beniitzt) 
2V1~ ~ N T --  ND - -  2VG 
1 
+ m 2 (m.~-- i )[-~ h,'-'+_~, h, (m, ~- m,--I )+  i~ rot(m,_ I )(mU5m '+ 2).]l*)" 
V. 
Charaktsre und Singularit~iten dor Regelfliiche, welche yon den drei- 
punktigen Secanten einer Raumcurve gebildet wird. 
Der Grad der Fl~che ist nach Gleichung (7) 
M~---(m--2) [h - - lm(m-  l)], 
und die Zahl der Torsallinien nach (10) 
T_~_._4h2 ~ 2h(m'~  4m- -22) - -5ma ~ 27 m'~- -34m- -  6~(h~2m-{-6) .  
Hieraus folgt mittelst der Formel (13) flit den Rang /~ der Werth 
R ~ --- 2h ~ Jr- h (m2~5m - 24) ~ ~-(16ma--84m ~ ~ 104m) 
- -3 f l (h - -2m-}-6) .  
Nachdem ferner bekanntlieh dutch jeden s~ationliren Punk~ einer 
gaumcurve (h--2m-~-6) Geraden gehen, welche die Curve noch in 
& 
zwe] weiteren Punkten ~reffen, so ist die Zahl der sta~ioniiren Er-  
zeugenden 
S G -~- fl (h - -  2 m-~r-6) . 
*) Der yon Cayley auf analy~ischom Wego gefundene Wer~h is~ um 
m~(ml--1 ) m~(m,--l)gr6sser, indem dieses (}lied, welches iIn Schlussresul~al~e 
.hr/~ ~- zr l  ' -- _hrD - IVG wegzufallen ha~, aus Versehen stehen geblieben ist, 
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Nach der P l i i cker ' schen Gleichung R ~ M(Mwl )  - -  2.STT - -  3SG 
finder man daher 
i (m~_5m~_~_ l lm2~_ 14m--78)h 2 N T=m2 h 2_  4 mh~.-~ 6 h 2 - -  -~  
-~ ~ (m6~6mS-t- ~90m -~636m) 
also endlich nach Formel (15) und den Gleichungea (8) und (9) far 
die Ordnung der Doppelcurve den Ausdruck 
1 ~ 1 ~/~ = ~ h m (m - -  1) --- -ff h (m 4 - -  5 m ~ ~ 5m 2-  49 m -}- 120) 
t (m , _= 6 m 5 -}- 31 m '* -  270 m :~ -}- 868 m 2-  840 + m) -?-) 
2 
Brl inn~ Anfang Februar 1~81. 
*) Der yon Cay ley  ~ngegebenc Worth ist mn 6m grSsser, weil im Re- 
sult~te N~ ~ NT  - -  N .D  - -  NG -~ 3m start -- 3m steht. 
